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àâíîìåðíûå îöåíêè îñòàòêîâ
â àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿõ äëÿ ñîáñòâåííûõ óíêöèé
îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì  ðàñïðåäåëåíèåì
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Ñàâ÷óê À. Ì.
Â íàñòîÿùåé çàìåòêå èçó÷àåòñÿ îïåðàòîð ØòóðìàËèóâèëëÿ
L = − d
2
dx2
+ q(x),
â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë
q(x) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèíãóëÿðíîñòè, ò.å. q(x) ∈ W−12 èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, q(x) = u′(x), u(x) ∈ L2[0, π] (ïðîèçâîäíàÿ çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàñïðå-
äåëåíèé). Îïåðàòîðû òàêîãî âèäà áûëè îïðåäåëåíû â ðàáîòå [4℄. Â ðàáîòàõ [4℄ è [5℄ áûëî
äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð L ðåäãîëüìîâ ñ èíäåêñàìè (0,0) (â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ïîòåí-
öèàëà  ñàìîñîïðÿæåí), ïîëóîãðàíè÷åí, èìååò ÷èñòî äèñêðåòíûé ñïåêòð. Áûëè ïîëó÷åíû
àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé, à òàêæå
áûëà äîêàçàíà áàçèñíîñòü èññà â ïðîñòðàíñòâå L2 ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåí-
íûõ âåêòîðîâ. Â ðàáîòå [6℄ áûëè ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé òàêèõ îïåðàòîðîâ, ðàâíîìåðíûå ïî øàðó ‖u‖ 6 R. Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷èì
ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèí¼ííûõ óíêöèé òàêèõ îïåðàòîðîâ, â ÷àñòíîñòè ïîëó-
÷èì äëÿ íèõ òàêæå ðàâíîìåðíûå îöåíêè. Ìû èçó÷èì ñëó÷àé ïîòåíöèàëà, ïðèíàäëåæàùåãî
øêàëå ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ W−θ2 [0, π], ãäå
1
2
< θ 6 1.
Âíà÷àëå ìû äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ è ïðèâåä¼ì äîêàçàí-
íûå ðàíåå (â ðàáîòàõ [4℄, [5℄ è [6℄) ðåçóëüòàòû îá îïåðàòîðå L.
Ïóñòü â äèåðåíöèàëüíîì âûðàæåíèè
l(y) = −y′′ + q(x)y (1)
óíêöèÿ q(x) ∈ W−12 [0, π], à u(x) =
∫
q(ξ) dξ  ïðîèçâîëüíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ èç ïðîñòðàí-
ñòâà L2[0, π]. Ââåä¼ì êâàçèïðîèçâîäíóþ
y[1](x) = y′(x)− u(x)y(x)
è ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (1) â âèäå
l(y) = − (y[1])′ − u(x)y[1] − u2(x)y. (2)
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ãëàäêîé óíêöèè u(x) äèåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå (1) è
êâàçèäèåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå (2) ñîâïàäàþò. Òåïåðü íåîáõîäèìî îáúÿñíèòü, êàê ìû
ïîíèìàåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
l(y) := −y′′ + u′(x)y = λy + f, λ ∈ C, f ∈ L2,
1
àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÔÔÈ No. 07-01-00283 è ãðàíòîì ÈÍÒÀÑ No. 05-1000008-7883.
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(a) = y0, y
[1](a) = y1, a ∈ [0, π]. Ìû ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â
âèäå ñèñòåìû (
y1
y2
)
=
(
u 1
−λ− u2 −u
)(
y1
y2
)
+
(
0
f
)
,
ãäå y1 = y, y2 = y
[1]
. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàòðèöû
A(x) =
(
u 1
−λ− u2 −u
)
ÿâëÿþòñÿ óíêöèÿìè èç L1[0, π]. Òîãäà (ñì., íàïðèìåð, [3, ãë. V, 16℄) ïðè ëþáîì c ∈ [0, π]
óðàâíåíèå
y′ = A(x)y + f , y(c) = ξ ∈ C2,
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x), ïðè÷åì y(x)  àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íà [0, π] âåêòîð
óíêöèÿ.
Ñ âûðàæåíèåì (2) ñâÿæåì îïåðàòîð L, îïðåäåë¼ííûé ðàâåíñòâàìè
Ly = l(y), D(L) =
{
y| y, y[1] ∈ W 11 [0, π], l(y) ∈ L2[0, π], y(0) = y(π) = 0
}
, (3)
Ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óíêöèÿ u(x) âåùåñòâåííà. ×åðåç L áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàòîð,
ïîðîæä¼ííûé ñîïðÿæ¼ííûì äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì l(y) (â êîòîðîì óíêöèÿ
u(x) çàìåíåíà íà u(x)) è òåìè æå êðàåâûìè óñëîâèÿìè y(0) = y(π) = 0. Ïðÿìûì âû÷èñ-
ëåíèåì ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Óòâåðæäåíèå 1 (Ôîðìóëà Ëàãðàíæà). Äëÿ óíêöèé f ∈ D(L), g ∈ D(L) ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî
(Lf, g) = (f, Lg),
ò.å. îïåðàòîðû L è L âçàèìíî ñîïðÿæåíû.
Ïðåäñòàâèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ñïåêòðå îïåðàòîðà L.
Óòâåðæäåíèå 2. (ñì. [5, Òåîðåìà 1.5℄) Îïåðàòîð L èìååò íåïóñòîå ðåçîëüâåíòíîå ìíî-
æåñòâî è ñïåêòð åãî äèñêðåòåí.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω(x, λ) ðåøåíèå äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ l(ω) = λω ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè ω(0, λ) = 0, ω[1](0, λ) = 1. ßñíî, ÷òî íóëè öåëîé óíêöèè ω(π, λ) ñîâïàäàþò ñ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà L. Àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷å-
íèÿ λ0 ìû áóäåì íàçûâàòü êðàòíîñòü íóëÿ λ0 óíêöèè ω(π, λ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êàæäîãî ñîáñòâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ ðàâíà 1. Ïóñòü λ0 åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè p.
Òîãäà óíêöèè ω
(j)
λ (x, λ), j = 1, 2, . . . , p− 1 óäîâëåòâîðÿþò äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì l(ω
(j)
λ ) = λω
(j)
λ + ω
(j−1)
λ , ïðè÷¼ì ω
(j)
λ (0, λ) = ω
(j)
λ (π, λ0) = 0. Òîãäà óíêöèè ω
(j)
λ (x, λ0),
j = 0, 1, . . . , p−1 îáðàçóþò öåïî÷êó ñîáñòâåííîé è ïðèñîåäèí¼ííûõ óíêöèé, îòâå÷àþùóþ
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óíêöèè ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
à çíà÷èò ïîðîæäàþò ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè p. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìû îáîçíà-
÷èì {λn}∞1 , ïðè÷¼ì íóìåðàöèþ áóäåì âåñòè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëÿ |λ1| 6 |λ2| 6 . . .
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ñ ó÷¼òîì àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè. Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ìîäóëåé íóìåðàöèþ áóäåì âå-
ñòè ïî âîçðàñòàíèþ àðãóìåíòà, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî çäåñü è äàëåå äîãîâîðèìñÿ âûáèðàòü
èç ïîëóèíòåðâàëà arg λj ∈ (−π, π]. Ïîä ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèí¼ííûõ óíê-
öèé {yn(x)}∞1 ìû áóäåì ïîíèìàòü ñèñòåìó, ïîëó÷åííóþ íîðìèðîâêîé ‖yn‖L2 = 1 ñèñòå-
ìû {ω(j)λ (x, λn)}. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîé u(x) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòûìè (ïîñêîëüêó îïåðàòîð L çäåñü ñàìîñîïðÿæ¼í è, ñòàëî áûòü, àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàò-
íîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíà èõ ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè).
Âåðí¼ìñÿ ê ðåçóëüòàòàì î ñïåêòðå îïåðàòîðà L. Ñèìâîëîì lθ2 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âåñî-
âîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x = {x1, x2, . . . }
òàêèõ, ÷òî
‖x‖2θ =
∞∑
k=1
|xk|2k2θ <∞.
Óòâåðæäåíèå 3. (ñì. Òåîðåìó 2.6 ðàáîòû [5℄) Ïóñòü u(x) ∈ W θ2 ïðè íåêîòîðîì
0 6 θ < 1/2, à q(x) = u′(x) â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé. Òîãäà
√
λn = n+ sn, n = 1, 2, . . . , ãäå {sn}∞n=1 ∈ lθ2. (4)
Çàìå÷àíèå 1. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà
√
λn ëåæàò â íåêîòîðîé ïî-
ëóïîëîñå {z ∈ C| | Im z| < ν, Re z > µ > −∞} è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòûìè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N .
Â ñëó÷àå θ > 0 ìû ìîæåì óòâåðæäàòü áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò
Óòâåðæäåíèå 4. (ñì. Òåîðåìó 2.1 ðàáîòû [6℄) Ïóñòü u(x) ∈ W θ2 ïðè íåêîòîðîì
0 < θ < 1/2 è ‖u‖θ 6 R, à q(x) = u′(x) â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé. Òîãäà
√
λn = n+ sn, n = 1, 2, . . . , ãäå {sn}∞n=1 ∈ lθ2,
ïðè÷¼ì ‖{sn}‖θ 6 CR,θ, ãäå âåëè÷èíà C çàâèñèò2 ëèøü îò R è θ, íî íå çàâèñèò îò
óíêöèè u.
Çàìå÷àíèå 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè θ > 0 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëà
√
λn ëåæàò
â íåêîòîðîé ïîëóïîëîñå {z ∈ C| | Im z| < νR,θ, Re z > µR,θ > −∞}, à âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà NR,θ.
Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 2.1 ðàáîòû [6℄ âûïèñàí è âòîðîé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-
æåíèÿ. Â ýòîé îðìóëå òàêæå ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíûå îöåíêè.
Ïåðåéä¼ì ê ðåçóëüòàòàì î ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèí¼ííûõ óíêöèé.
Óòâåðæäåíèå 5. (ñì. òåîðåìó 2.9 ðàáîòû [5℄) Ïóñòü u(x) ∈ W θ2 ïðè íåêîòîðîì
0 6 θ < 1/2. Òîãäà ñèñòåìà {yn}∞1 ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèí¼ííûõ óíêöèé îïåðàòîðà
L îáðàçóåò áàçèñ èññà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π].
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Âñþäó â äàëüíåéøåì íàáîð íèæíèõ èíäåêñîâ ó ïîñòîÿííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ îöåíêàõ,
áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî òåõ è òîëüêî òåõ ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò âûáîð äàííîé ïîñòîÿííîé.
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Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {wn}∞1 (ò.å. ñèñòåìà,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (yn, wm) = δ
m
n ). Â íàøåì ñëó÷àå ýòó ñèñòåìó ìîæíî
ïðåäúÿâèòü. Ýòîò àêò õîðîøî èçâåñòåí äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ q ∈ L1[0, π] (ñì.,
íàïðèìåð, [2, ãë. 1, 3℄) è áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé q ∈ W−12 [0, π]
(äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåòñÿ òîëüêî îðìóëà Ëàãðàíæà (ñì. óòâåðæäåíèå 1)).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(x) ∈ L2[0, π]. Ïóñòü λn = λn+1 = · · · = λn+pn  ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå îïåðàòîðà L êðàòíîñòè pn. Îáîçíà÷èì ωn+j = ω
(j)
λ (x, λn), j = 0, 1, . . . , pn−1 (íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ýòî åñòü ñîáñòâåííàÿ è ïðèñîåäèí¼ííûå óíêöèè äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðà-
òîðà L è åãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λn). Òîãäà óíêöèÿ wn+j áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû
èìååò âèä
wn+j =
pn−1∑
s=0
bj,sωs,
ãäå ìàòðèöà B = (bi,j)
pn−1
0 åñòü îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå A = (ai,j), ai,j = (yn+i, ωj).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè λn ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî wn =
yn
(yn,yn)
.
Òàêæå, êàê è äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ óíê-
öèé ìîæåò áûòü ëåãêî îïðåäåëåíî. Àñèìïòîòè÷åñêè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îäíîêðàòíû.
Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå è âåêòîðîâ áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü u(x) ∈ W θ2 [0, π], 0 6 θ < 1/2, à ‖u‖θ 6 R. Òîãäà íàéä¼òñÿ ÷èñëî Nu òà-
êîå, ÷òî ñîáñòâåííûå óíêöèè yn è wn îïåðàòîðîâ L è L, à òàêæå èõ êâàçèïðîèçâîäíûå
èìåþò àñèìïòîòèêó
yn(x) =
√
2
π
sin nx+ φn(x), y
[1]
n (x) = n
(√
2
π
cosnx+ φ1n(x)
)
,
wn(x) =
√
2
π
sinnx+ ψn(x), w
[1]
n (x) = n
(√
2
π
cos nx+ ψ1n(x)
)
, n = N,N + 1, . . . .
(5)
Îñòàòêè â ýòèõ îðìóëàõ òàêîâû, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë
βn = ‖φn(x)‖C[0,π] + ‖ψn(x)‖C[0,π] è γn = ‖φ1n(x)‖C[0,π] + ‖ψ1n(x)‖C[0,π]
ïðèíàäëåæàò lθ2. Ïðè θ > 0 íîìåð N = NR,θ, à
∞∑
n=N
(β2n + γ
2
n)n
2θ 6 CR,θ.
Ýòîò ðåçóëüòàò ìû ïðèâåä¼ì ñ äîêàçàòåëüñòâîì, ïîñêîëüêó îí íå áûë ñîðìóëèðîâàí
â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ. Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 1. Ïóñòü ÷èñëî ρ ∈ C òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå θ = θ(x, ρ) óðàâíåíèÿ
θ(x, ρ) = ρx+
x∫
0
u(t) sin(2θ(t, ρ)) dt+
1
2ρ
x∫
0
u2(t) dt− 1
2ρ
x∫
0
u2(t) cos(2θ(t, ρ)) dt. (6)
Òîãäà ðåøåíèå s(x, ρ) óðàâíåíèÿ
Ly = ρ2y,
4
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì s(0, ρ) = 0, s[1](0, ρ) = 1, äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
ρs(x, ρ) = r(x, ρ) sin θ(x, ρ), s[1](x, ρ) = r(x, ρ) cos θ(x, ρ), (7)
ãäå
r(x, ρ) = exp

−
x∫
0
u(t) cos(2θ(t, ρ)) dt− 1
2ρ
x∫
0
u2(t) sin(2θ(t, ρ)) dt

 . (8)
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èìååòñÿ â ï. 2.1 ðàáîòû [5℄. Ôóíêöèè r è θ íàçâàíû
ìîäèèöèðîâàííûìè óíêöèÿìè Ïðþåðà, à ïðåäñòàâëåíèå (7)  ïîëÿðíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì.
Ëåììà 2. (ñì. [6, ëåììà 2.3℄ Ïóñòü u(x) ∈ L2, ‖u‖L2 6 R, à ν èêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Ïîëîæèì
Υ(ρ) = max
06x6π
∣∣∣∣∣∣
x∫
0
u(t) sin(2ρt) dt
∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
x∫
0
u(t) cos(2ρt) dt
∣∣∣∣∣∣+
R2(1 + κ +Rκ2)
2|ρ| ,
ãäå κ = ch 2πν. Òîãäà íàéä¼òñÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ ε > 0 (ìîæíî âçÿòü ε = 2−7),
òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ρ, ëåæàùèõ â ïîëîñå | Im ρ| 6 ν è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
Υ(ρ) < ε(1 + 64R2κ2)−2, (9)
óðàâíåíèå (6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå θ(x, ρ), êîòîðîå ïðåäñòàâèìî â âèäå
θ(x, ρ) = ρx+ f(x, ρ), |f(x, ρ)| 6 CΥ(ρ), (10)
ãäå C  àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ëåììà 3. (ñì. [6, ëåììà 2.4℄ Ïóñòü u(x) ∈ W θ2 , 0 6 θ 6 1, ‖u‖θ 6 R. Òîãäà ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå ýòîé óíêöèè
F (ρ) =
π∫
0
u(x)eiρx dx
â ïîëîñå | Im ρ| 6 ν äîïóñêàåò îöåíêó |F (ρ)| < CR|ρ|−θ, ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò ν.
Ëåììà 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρn}∞1 òàêîâà, ÷òî |ρn − n| < δ < 1/4. Òîãäà ïðè
0 ≤ θ < 1/2 îïåðàòîð Tx : W θ2 → ℓθ2, îïðåäåë¼ííûé ðàâåíñòâîì
Txf = {cn}∞1 , cn(x) =
∫ x
0
f(t)eiρnt dt,
îãðàíè÷åí è åãî íîðìà çàâèñèò òîëüêî îò δ è θ.
Èòàê, äîêàæåì òåîðåìó 2.
5
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1 ω(x, λ) = s(x, ρ) = 1
ρ
r(x, ρ) sin θ(x, ρ). Ìû óæå çíàåì,
÷òî âñå ÷èñëà
√
λn ëåæàò â íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå. Âûáåðåì ÷èñëî ν â ëåììå 2
òàê, ÷òîáû âñå îíè ïîïàëè â ïîëîñó Πν = {z ∈ C| | Im z| 6 ν}. Ïðè ýòîì ν = ν(R, θ), åñëè
θ > 0. Äàëåå, äëÿ ëþáîé óíêöèè u èìååì Υ(ρ)→ 0 ïðè Πν ∋ ρ→ +∞, à çíà÷èò óñëîâèå
(9) âûïîëíåíî ïðè Re ρ > ρ0(u). Áîëåå òîãî, ïðè θ > 0 ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 3, à
òîãäà Υ(ρ) 6 CR,θ|ρ|−θ, ò.å. óñëîâèå (9) âûïîëíåíî ïðè Re ρ > ρ0(R, θ). Èç óòâåðæäåíèÿ 4
ñëåäóåò, ÷òî âíå ïîëóïîëîñû {| Im ρ| 6 ν, Re ρ > ρ0} ëåæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî N = NR,θ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Èòàê, ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàâåíñòâ (5).
Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü ÷òî ρ ëåæèò â ïîëóïîëîñå {| Im ρ| 6 ν, Re ρ > ρ0}. Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåí-
ñòâî (10) â òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óíêöèè, èìååì
sin θ(x, ρ) = sin ρx+ γ1(x, ρ), sin 2θ(x, ρ) = sin 2ρx+ γ2(x, ρ), cos 2θ(x, ρ) = cos 2ρx+ γ3(x, ρ),
ãäå sup
x∈[0,π]
|γj(x, ρ)| 6 CνΥ(ρ). Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèì èçâåñòíûì àêòîì:
åñëè G(ξ) àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ, òî |G(ξ) − G(ζ)| 6 M |ξ − ζ |, ãäå M = max |G′(η)|
è ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî η, ëåæàùåì íà îòðåçêå [ξ, ζ ] êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà â ïðåäñòàâëåíèå (8), ïîëó÷èì r(x, ρ) = 1 + γ4(x, ρ). Îòñþäà
s(x, ρ) = sinρx+γ5(x,ρ)
ρ
, ãäå sup
x∈[0,π]
|γj(x, ρ)| 6 CνΥ(ρ). Èñïîëüçóåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêèå
îðìóëû (4) äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïóñòü âíà÷àëå θ > 0. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç OR,θ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà l
θ
2, íîðìà êîòîðûõ îöåíèâà-
åòñÿ âåëè÷èíîé CR,θ, çàâèñÿùåé îò R, θ, íî íå çàâèñÿùåé îò u â øàðå ‖u‖θ 6 R. Ïîñêîëüêó
ρn = n + sn, ãäå {sn} = OR,θ, òî íåðàâåíñòâî |sn| < 1/4 âûïîëíåíî ïðè n > N ′R,θ. Óâåëè-
÷èâàÿ, åñëè íóæíî, âûáðàííûé ðàíåå íîìåð N , è ïðèìåíÿÿ ëåììó 4, èìååì Υ(ρn) = OR,θ.
Äàëåå,
sin ρnx = sinnx+OR,θ,
1
ρn
=
1
n
(1 +OR,θ)),
à çíà÷èò
s(x, ρn) =
sinnx
n
+
1
n
γ6(x, ρn), ãäå sup
x∈[0,π]
|γ(x, ρn)| = OR,θ.
Òåïåðü îñòà¼òñÿ íîðìèðîâàòü óíêöèè s(x, ρn). Èìååì ‖s(x, ρn)‖L2[0,π] =
√
π
n
√
2
+ 1
n
OR,θ, îò-
êóäà yn(x) =
s(x,ρn)
‖s(x,ρn)‖L2
=
√
2
π
sinnx + φn(x), ãäå sup
x∈[0,π]
|γ(x, ρn)| = OR,θ. Ïðè θ = 0 âñå
âûêëàäêè ïîâòîðÿþòñÿ ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî êîíñòàíòû òåïåðü çàâèñÿò îò óíêöèè u.
Èòàê, ïåðâàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îðìóëà â (5) äîêàçàíà. Âòîðàÿ îðìóëà äîêàçûâàåòñÿ
àáñîëþòíî òàê æå, ïîñêîëüêó s[1](x, ρ) = r(x, ρ) cos θ(x, ρ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äâóõ äðóãèõ
ðàâåíñòâ â (5) çàìåòèì, ÷òî (yn, yn) = 1 + OR,θ è ïîäñòàâèì ýòî ðàâåíñòâî â îðìóëó
wn =
yn
(yn,yn)
(ìû óæå âûáðàëè âûøå N òàêèì, ÷òî |ρn − n| < 1/4 ïðè n > N , à ïîòîìó âñå
íàøè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòû).
Òåïåðü ìû ñîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé îò ïîòåíöèàëà u. Ïóñòü λn(u)  ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
îïåðàòîðà L(u0). Ëåãêî ïîêàçàòü (ñì. [6, ëåììà 5.3℄), ÷òî â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè
{u ∈ L2[0, π]| ‖u− u0‖ < ε} îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è, áîëåå òîãî, àíàëèòè÷åñêîé óíê-
öèåé ïîòåíöèàëà. Òî æå âåðíî è äëÿ ñîáñòâåííîé óíêöèè yn(u), à èç ÿâíîãî âèäà âåêòîðà
6
wn =
yn
(yn,yn)
áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû âûòåêàåò íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü wn(u). Çäåñü
íàñ, îäíàêî, ýòè ðåçóëüòàòû íå óñòðàèâàþò, ïîñêîëüêó ‖wn(u)‖ → ∞, åñëè óíêöèÿ u
èçìåíÿåòñÿ òàê, ÷òîáû |λn(u)− λm(u)| → 0.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü u ∈ W θ2 [0, π], ãäå 0 < θ < 1/2, è ‖u‖θ 6 R. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé
íîìåð NR,θ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > NR,θ îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ Pn(u), îïðåäåë¼ííûé ïî
ïðàâèëó Pnf =
n∑
k=1
(f, wn)yn è äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L2[0, π] â ïðîñòðàíñòâî
W 12 [0, π], íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà u. À èìåííî, ‖Pn(u) − Pn(u0)‖L2→W 12 → 0,
åñëè ‖u− u0‖θ → 0.
Çàìå÷àíèå 3. Ïîñêîëüêó ‖Pn‖L2→L2 6 ‖Pn‖L2→W 12 , îòñþäà ñëåäóåò è íåïðåðûâíàÿ çàâè-
ñèìîñòü Pn(u) êàê îïåðàòîðà èç ïðîñòðàíñòâà L2[0, π] â L2[0, π].
Íàì ïîòðåáóåòñÿ ðåçóëüòàò ðàáîòû [5℄ (òåîðåìà 1.9) Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lε îïåðàòîð, ïî-
ðîæä¼ííûé äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì lε(y) = −y′′ + qε(x)y, ãäå qε = u′ε.
Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü uǫ → u â L2[0, π]. Ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ λ ∈ C òàêèå, ÷òî ïðè
âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 çíà÷åíèå λ ïðèíàäëåæèò ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâàì
îïåðàòîðîâ Lε, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Lε − λ)−1 ñõîäèòñÿ ê L ïðè ε → 0 â ðàâíîìåðíîé
îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè, ò. å.
‖(Lε − λ)−1 − (L− λ)−1‖ → 0 ïðè ε→ 0.
Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü òåîðåìó 3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4 íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî γR,θ = NR,θ + 1/2, ÷òî
ïðè ëþáîì u èç øàðà ‖u‖θ 6 R â îáëàñòè {ρ ∈ C| |Re ρ| < γR,θ, | Im ρ| < γR,θ} ëåæèò
ðîâíî N ÷èñåë ρk =
√
λk, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ÷èñåë ρk =
√
λk âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
|ρk − k| < 1/4. Äëÿ ëþáîãî n > NR,θ îáîçíà÷èì Γn = {λ ∈ C| |λ| = (n + 1/2)2  êîíòóð
â λïëîñêîñòè. Òîãäà ïðè ëþáîì u èç øàðà ‖u‖θ 6 R âíóòðè ýòîãî êîíòóðà ëåæèò ðîâíî
n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ íîìåðàìè k = 1, 2, . . . , n. Òåïåðü íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
óòâåðæäåíèÿ 6 è êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ïîëóíåïðåðûâíîñòè èçîëèðîâàííûõ ÷àñòåé
ñïåêòðà (ñì. [1, òåîðåìû IV.2.23 è IV.3.16℄).
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